Théoreme de projection sur un convexe fermé

Références : Ainsi,
Analyse fonctionnelle, Haim Brezis l||U P < l(dQ b2 —d2
Soit H un espace de Hilbert. gt = g
2
— d
Théo. Soit K C H un conveze fermé non vide. Alors, pour tout e
f € H, il existe u € K unique tel que On obtient donc
- lom = enll, 22, O
I = ul] = min[[ f —].

Ainsi, la suite (v,) est de Cauchy dans K complet en tant que
fermé d’un espace complet. Ainsi, la suite converge dans K et

De plus, u est caractérisé par la propriété
on a bien le résultat.

(i) ue K
(7i) Re(< f—wu,v—u>)<0 pour toutv € K.
On note p (f) la projection de f sur K.

(ii) Caractérisation de u.
Soit u € K vérifiant

1 — ull = minl| £ — o]
Démonstration. e Existence ve
Soit v, € K telle que et soit w € K. On a, pour tout ¢ €]0, 1]
1f = vl| = inf[1f o]l v=(1—tyuttweK
\_2:_./ —0 veK
d

et donc

Montrons que (v,) est de Cauchy. On utilise 'identité du paral-

lélogramme pour x = f — v, et pour y = f — U, O & Hf _UH < Hf - ((1 _t)u—i_tw)H = H(f - u) _t(w - U)H
Onad

[12f =vn—tm| P+ [vm=val > = 2(]| f=val PHf —vml’) = 2(d;+d3,). o
If —ullP < <(f—u)—tlw—u),(f—u) —tlw—u) >

On a donc < f—ulPf—t< f-uw—u>+<w—u f—u>)+t|w—ul?

nt Oy 1 , Lo, < Nl < f > 42T =) + | - ul?
If = = P+ llom —wll” = 5(d, + dz). < If = ull® = 2Re(< f — u,w —u>) + ]jw — ul
—
€K Ainsi,
Par définition de d, on a 2Re(< f—u,w—u>) < tlw—ul”.
v, 4 Uy On obtient le résultat en faisant tendre t vers 0.
Hf - 2” > d. Soit, maintenant, u € K tel que Re(< f —u,v —u >) < 0 pour
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tout v € K. Alors, pour tout v € K,

[l = fI* =l = fI* =

_l_

+

IN

d’ou le résultat.

Unicité

Soit uy, us € K tels que
e Re(< f—wug,v—1uy
o Re(< f—ug,v—1uy

[Jul[? + 2Re(< v —u, f >) — [[v][?
[l + 2Re(< f,v—u>) — [[o]?
|[ul]?> + 2Re(< f —u,v —u >)
2Re(< v —u,u >) — ||v]|?

[Jul* = [[oll* + 2Re(< f — w,v —u >)
2Re(< v,u >) — 2||ul|?

2Re(< f —u,v —u >) — ||lu—v||?

0

>) < 0 pour tout v € K
>) < 0 pour tout v € K

Si on remplace v par uy dans la premiere inégalité et par u; dans

la deuxieme, on obtient

e Re(< f—wuj,ug —up >) <0
e Re(< f—wug,up —uy >) <0
En additionnant ces deux inégalités, on obtient,

Re <f—U1, Uy — Uy >)+Re<<f—U2,U1—UQ >)

Re(||uz — w|[?) <
|Jug — wi|> <0

@ﬁﬂiﬁiﬁ

Ainsi, on a donc u; = us.

( <0
Re(< f—wui,ug —up >) + Re(< ug — fiug —ug >) <0
Re(< f—wuj,ug —ug >+ <ug — fiug —up >) <0
Re( — fiug —ug >) <0
0
]

Prop. On a, pour tout fi, fo € H,

[|[Pefi — Prfoll < ||f1 = fol-

Démonstration. Soit f1, fo € H. Posons u; = Pk f1 et us = Pk fo,
on a alors, par le théoreme qui précede, pour tout v € K,

e Re(< fi —uj,v—u; >) <0
e Re(< fo—ug,v—ugy >) <0

En prenant v = wus dans la premiere inégalité et v = wu; dans la
deuxieme, on obtient :

e Re(< fi —ug,ug —up >) <0
e Re(< fo—ug,up —ug >) <0

En additionnant les deux inégalités, il vient

Re(< fl — U1, Uy — U >)+Re(< fg—Ug,ul—Ug >) <0
Re(< fl—ul,u2—u1>—i—<f2—u2,u1—U2 >) SO
Re(< fi —up,us —uy >+ <ug — fo,us —uy >) <0

(

e(< fi—w +uy— fo,us —u; >) <0
Re(< Ug — U, Us — Uy >> < Re(< f1 — fg,’ul — Uo >)
lur — us||* < Re(< f1 — fa,ur — up >)

I

Or, par Cauchy Schwarz,

< fi = fo,ur —ug > || f1 = fol||ur — w2l
Ainsi, on obtient le résultat. O]
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